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OBTENCION DE PRONOSTICOS OPTIMOS, SUJETOS A RESTnI CC:lONES, 

CON MODELOS ARIMA 

Vfct0r M. Guerrero* 

Banco de Mexico 

RESUMEN 

En este articulo se presenta un pron6stico apl.icable a series de tiempo 

univariadas, que surge al combinar informaci6n hist6rica de la serie can info! 

maci6n adicional ace rca' de su comportamiento futu r o . Se derivan tambien algu~ 
nos estadlsticos y procedimientos de inferencia en relacion con dicho pron6s~ 

tieo. De manera explic i ta se consideran dos situaciones bc'isicas : (i) cu'ar.do"~ 
" 

le informaci6n adiclo~al impone una restricci6n que debe ser satisfecha,exact~ 

mente por el pron6stico y (ii) cuando la informaci6n ad icional es 5610 una co!!. 

jetura e.cerca de l os val ores futuros de la serie, 0 bi en lin vil l ar pronost. ir.~do 

a partir de un modelo alternativo. 

~ .;i~.)·~, ' 
PALABRAS CLAVe:: CombinaC'i6n de prondsticos; Error medio cuadrat,ico mini rr,o; 

1. 'INTRODUCCION 

[Jdsten 

tiempo enfrenta 

-' Minimizaci6n cuadrc'itica; Modelos ARIMA; Series de Tiempo. 

diversas situaciones en las cuales un anali sta de series de ~ 

el problema de. resiringir los pron6sticos de un modelo ARH1.,\ 

para una cierta variable, de tal manera que se satisfaga ll10una restric~ 

ci6n acerca de los valores futuros de dicha var.iable . Por ejemplo , Vera y ~ 

Guerrero (1981) consideran e1 caso en que e1 sal do' del financ.ialTIiento otorgado 

por el Sistema 'Bancario ~lex icano debia alcanzar un valor dctprminado a1 fina l. 

del aiiD siguientc, pero los sal dos mensuales para dicho ana noes taban restr1n 

Didos, excepto por el comportamiento hist6rico de 13 serie. 

Chol ette (1982) ~snc iona otras situaciones y en particular se nala que 

01 ca~o (Ie una rest.ricci6n sob, e el nive' anl.lal de l a st"! r ie, [Jcclria ser conte~ 

r1n(i~ CC>rl:O el de tm esc-oondu a b ien como un pron(is t icoc:',:': r rfwengil de un r.iO~ 

y v'k-so,:M: r;1;~rrero cs J(>f'~ dl~ Invcst i g?,ci6n [stad : ~U('~ 1"' '1 lil Di rccci6n r!~ 
hl'!~~ti9tl.c i(jn Fc onQon"}r;:; : ~ .:;1 B0.!1(:o d'J tl;~xir.o, r,~6;<i ,~o r ······[I, r. ~ r . 

. 1 • ~ 



, ' 

, dele econom1tr ico . Aqui , de nuevo. 
tieo ) de l a variable para los meses 

se de sea obtener,la 
o t rimes tres' dentro 

tnwector'ia (cl 

del ano dado. 
pr0!16s , 

Por 10 

. . ~. 

eomun, l as restricCiones acerca de los valores futuros de l a variable se pro
porcionan como combinaciones lineales (es decir. son de 1a forma de promedios, 
diferencias entre dos valores especffi eos 0 bien val ores ais1ados) . 

El enfoque adoptado en este arHcu10 perm1te'~oinbinar las restriccio~ 
nes lineal es, con los pron6sticos obtenidos a partir de un modelo ARI~.A. La 

f6rmula del pron6stico que aquf se deduce, ha aparecido de ma nera implic ita en 
el articulo de Doan, Li,tterman y Sims (1983) y en e1 de Cho l ette (1982), aunque 
aparec io nas exp lic itamente en un trabajo nowpub1icado de PerezwPorrua (1984 ) ; 
en este sentido, e1 presente articul o presenta una recopilacion de metodologias. , 
Sin embargo, en ninguno de los t ra bajos menci onados se enfatizan l as propieda~ 

des" estadisticas del pronost ico, ni se indica 1a pos"ib1e"'ildecua'cion del proce w 

dimiento asociado. Los resultados del presente articul o pretenden cubrir esta 
carencia y ademas se intenta reconc il iar a las aparentemen te distintas metodo~ 

" loglas (part icularmente las de Chol ette y PerezwPorrua) dentro de un ma rGO teQ. 
r ico unificadQy con 1a notacion de Box-Jenkins.', 

En e1 art iculo de Doan, et.al. (1983) " se, obtiene un pron6stico condici~ 
nado med iante la apli cacion de 121 Ley de Proye~c iones Iteradus , dent ro de un , 
contexto muitivariado bastante gener'al en e1 cua' 5e deta lla 1a derivacion ma- . 
tem§tica, pero se hace caso omiso de los aspectos estadist icos involucrados. 
Cholette (1982) util iza 1a representacion autorregres i va pura del model o Afm1A 

y da solucion a un problema de minimizac ion cuadr~ti ca que proporciona un pro
n6stico condicionado,el cual podr fa pensarse como general izacion del resultado 
de Doan, et.al. (1983) en e1 senti do de que 1a restricci6n impuesta pueda con- " 
sid2rarse como una conjetura que no se requiere , satisfacer exactament e. Por 
mtimo Perez-Porrua (1984) resuel ve otro pro~ l ema general que aqu i 5e d('mo s tr~ ' 

1\., 

riI 1'5 i"dcntico al rlanteado per Cr.olette, s610 que ahora P8. rez-Porruo '€rw ' 18'~ 

11\ "representacicn ne pro!Jl.8 r.iios movilf'$ pura del modelo ARIM,!\ y sigue un rroce- " 
dlmlent~ similar 01 c!e,Dc~~ . 0t,ul, 

" 
Lil formulacion que ah6i'a se prcsenta est~ mas orientada haci a 1a inter. 

pretilci6n e5taMst icil de1 resu lta clo y hac,ia e'l uso dE'! algunos estadisticos que 



" 

. s. 

permitan juzgar 1a adecuaci6n de los procedimientos sligeridos. La s1 guiente 
seccion presenta e1 marco teorico dentro del cual se deriva el pron6stico con
dicionado optima n ineal , con error euadratlco medio mfnimo). En l a secci 6i1 3 

se consldera e1 problema de verificar 1a compatibil idad entre la restriccion i!)! 
puesta y la informacion historica, para 10 eua1 se deriva un estadistico de 
prueba. La seccion 4 muestra un ejemp10 te6rico cllya final idad es 1<1 de apre
ciar 1a natura1eza de los c§lcu1os involucrados y los resultados que se obtie
nen. La genera1izacion presentada por perez-Porrua se justifica en la seccion 

. . ,I 

5, en donde tambien se indica como elegir la matriz de va rianza-covarianza in- , 
vo1ucrada y se demuestra 1a equ i va1 encia formal entre los resultados de Perez
Porrua y de Cholette. En la seccion 6 se muestran a1gunas aplicaciones que 

: . It 

haeen usa de datos reales con fines i1ustrativos excl usivamente. .' 
i .1 . , 
t "1 ( ~; 

,- I · 
2. O~R!VACION DE LOS PRONOSTICo.S OPTIMOS CONDICIONADOS 

, 
J Sea {Zt} una.serie'de tiempo o~servada durante e1 per1odo t=l •••• ,N. 

.... 

para la eual se puede construir un. modelo ARIMA. , La representacion de prome
(/'ios Il'oviles r;':;I'.:;\:l1cha serie 'es 

-' 

· ·(2 . 1). 

en donde las variables at forman una sucesion de choques alea torios con media 
cero y varianza a~. y las ponderaciones W

J
· son constantes conocidas. 

il 

Box y Jenkins (1970) demuestran que el pronostico 6ptimo (lineal con 
error clIadratico medi'o minimo) de ZN+h' dado el :vector de observaciones to= (Zl· . 

... ,7rles ... - .. -

(2 .2) 

) 
ClIyo error de p.ronostico esta;:Q.,1do per 

h-l 
(2 .3 ) 



't .• 

, ' 

En notaci6n matricial se tiene 
I 

, 
~f- E(tF1tO) = W~F .(2.4) 

COil 

y \II es 1a matri z de dimens iones H X H 

1)1 0 · .. 0 h :"':{' , . ~ ~ - : , l'-= , -0 .. ... .. 

1)11 0 
;":1.:.: 

1/10 • •• 1jJ =1 con o . 
• • '. 

\ 

'\' \~ H- l ~J~~2 · .. i~O 
/ ' 

• 
en donde E<'efl~o) = Q y E(i!FeF Ito) = (J~ I. 

' . ,- , 

Sup6ngase que 1a informac i6n adiciona1 es t~ da da mediante 1a combina ~ 

nac16n 1 inea l 

(2. 5) 

con C una matriz m x H (m ~ H) de constantes. £ntonces, de acuerdo con (2.4) 
sa sigue que 

". (2.6) 

" 

._.' .. .. ----______ ~-·-~P .. - ----. _: .. 

"- :" 



2.1. El Pron6stico Optimo Sujeto a Restricc iones 

Para obtener un pron6stico lineal que incorpore la restr iccion (2.5) 

se requiere de la existencia de una matriz de constantes A. de dimensiones 
H x m, tal que 

' .. ,', 

(2.7) 

" 

5. 

ademSs, para que el error de pronostico, dado ~O. sea insesgado; se debe pedir 
.. "",i~ " , ~. '. " ; .. , ' " que 

... 
9 = E[(~f-~F)I~o] 

= (AC-I)E(!FI~o') , 

por 10 cual 

~F - ~F = (AC-I)~f 

y 

, 
" 
i 
! 

I 

-', 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10 ) 

... 
por 10 tanto, para que tF tenga error cuadrStico med io minimo, A debe seleccio 
n3rse de forma tal que se minimice la varianza generalizada definida como 

... 
VarF = tr {Cov r (~F-~F) I ZO]l (2.11 ) 

' ;" 6ntonces A se en~uentra como soluci6n de la ecuaci6n o=>(aVa rF/(lA)1 A; esto es 

(2.12 ) 

... "':. ",' 

, , , , . .... 



. ' 

,A partir de (2.7) y (,2.8) se slg ue que el pron6stico 6pti mo debe ser 
, 

IF ~ E(tF I ~O)+AC,~; (2.13 ) 

en consecuencla, al hacer usa de (2.6) se obtiene 
, .. :, 

1' • ' . ". ' " I' . ' ,.." . 
, ~F .. E(~F I~O)+A[! -CEqF I~o)] 

= E(~FI~o)+~ICI(Cww'CI)-I[Y-CE(Z Iz )] .. , _F ~o (2.14 ) 

.. r '. -F ,- ~ ',:- . . " : ..J 

Por otro lado, para obtener bandas de confianza,dada la informaci6n 
~O y y. se hani uso de :ladfstri'bu·df6'n :de; :error ' d~ pro'n6stico ' ':) . 

(2.IS) 

) . , 
que sigue una distribuci6n normal con 

(2 .16 ) 

G. 

Un hecho impor tante que debe rcsaltarse,es que el error del pron6stico 

sin restricciones E(~FI1o) tiene asociada la matriz de varianza -covarianza 

(2.17) 

A 

1a cual excede a 1a matriz de (2.16) asociada con !F' por 

(2.18)'-· 

(]II~ es una m1triz semidefinida pos i ti va. Esto imp1 ie!J, r: IJfl los prcn6sticos 

condicionados a 1a informaci6n ~O y X seran m$s 'preci50s ,ql ,le Clquellos obten i 

t:los 111 ccndicinnilr 5610 a ~O. 



7. 

2.2 Enfoques Alternativos para Obtener el _Pron~~t1co . Optimo 
. .' . ... ~ . 

Un primer enfpque alternativo de derivaci6n es mediante minimi za~ i6n 
cuadratica, para 10 cual se considera el problema 

. , 

en donde, ' por (2.4), se sabe que 

.: - ' . - -:- . e - , 

, ' 

y cuya soluci6n resulta ser id~ntica a (2.14) . . 
i:F ",' . . J , 

" . ",. .' ,.., J 

Otro enfoque similar consiste en resolver el problema 

min ~E(~F I~o ) I E(~F I~o)} sujeto a C'/J E(ilF I~O)=Y:-CE(~FI ~O) (2.20) 

E(~f Ito) 
,-

• . ' , j 

el cual proporciona como resultado 

- (2.21) 

que a1 sustituirse porsF en (2.4) conduce de nuevo a (2.14) . En particular 
. este enfoque es mencionado por Doan. et.a1.(1983). 

3. PRUEBA ESTADISTICA DE LA H~POTESIS Ho: r=C~F . 

podda 
nal Y, 

~ 

Una vez que el modelo ARlMA para 1a serie (tt} ha sido construido. uno 
sustituir 1a matriz 1)1 por su estimac i6n Y. dada 1a informnci6n adicio· 

!'C podrfa calClllar eii~onces E"1 pron6stico condiciollado. Es de notar, 
51 n embargo, que al lIsar 1(\ il1farmaci6n provista par y uno presuponc que 1a 
relacion (2. 5) es ~ida, en donde cada e1emento del vec tor ~f cs genera do ror 

.~ .. :1 1 . 



.'. 

B. 

el mismo proceso descrito por · (2.1). Para ded dir s i Y puede 5~r considerado 

compatible con la informaci<in .hist6r1ca , uno podria hater liSC de 11\ prlleba es-

tad1stica sugeri da a continuacitln.' . 

cada at sigue una distribuci6n normal, entonce~ se tie~e 

SUDOngase quela representaci6n (2.1) es vlil ida pa~a t-l,'.' •. ··.N+H y que 
, l ' '~ , " . . '. ; I 

~. ... . : 

(3 .1 ) 

asi pues, dado ~.se . sfgue que 
.. . " . ~ , , , ' : : ' ', ; , - .. V: 

. ! . 

, . 
. " , " i ' " , J ;' ~ I I j ", ,. ~ -,I I ' 1# : I .• ::. 

(3 .2) 
. ~ 

de aqu'l, si (1 ~ fuese conocida 

.' . (3.3) 

perc , como regularmente ocurre en 18 pr/ictica, 

.. i i ', ' ~ . ' 

con ~O"(al"" ,aN)' y k el nlimero de parametros en el model o AR IW\. entonces . 

sf 10 hipotesis nllla es cierta. se obtiene 

fI partir de este resultado, 

1a restricc ion y 18 historia. 0 sea 

(iiante el estadfstico caiCulacbia 

1a hip6tesis 

H~: y = qf 

.' . 

(3.5) 

nula de compatibil idad entre 

P!lede ser 11 evada a cabo me-

A' ' . 

[(2 ,,[ y~CE(~.F r~O)] '( C~UIj; 'eT l r .! -CE( ~F l~o)J /(m~) (3.6) 

. ; , " ,.1,_,:, : 

, . 
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111 comparar 5U villor con tablas de una distribuc i 6n 

/ H bcrtad, al niVf~l de significac ion deseado. ' 

F con 1m m y N-k grados de 

[12~e notarroc r'jue e1 resultado (3.5.l es linicarr:;'flte una aproxi mnci6n cua!!. • 

do!JJ ,10 r::l conodc1a, ~ino est-imada il partir de los datos hist(irico5 , 10 ellal os 
~ 

01 C1150 usuill. POl' este motivo, 

distieo '(3 .3), en 1a forma 
en '1 ugar "y"I,(2 uno deberfa ;ca 1 cul all' e1 csta-

. ' . 
Kl =[y ~CE(~f I ~O)] , (c ~$ 'C ') -1 [y -CE(~FI ~O)] / ;~ (3.7) 

y, como aprox imaci6n, referir este valor a tablas de la distribuci6n Ji -cuadra 
.~ ~~ i j ;, _ 0 

da con m Drados de libertad. E1 mismo argumento es utilizado por Box y Tiao 

(1976), quienes justifiesn e1' uso de :u~ es~adfst1cR ~i~"ar p (3.7), cuando N 

os gra.l'lde. i\cir.>mas, Box 'j/ Tiao real izaron una breve investi gacion con e1 fin 

do observi.1r la bondad dela aproximaci6n util i Zildil c!lando 01 mod21o l\iUNfI es 

autGY-r-eg rcsivo de orden [l y encontraro'n que los crrores de estimaci6:l elevan 2 . ' . . 
e1 villor I!o 1a )( calculada de acuerdo con un factor , carcano a l+p/N. 

A ,_;". • 

-" Si 01 ostadfstico calculado Kl (0 bien KZ) no muestra evidencia en co!}. 

tra de 1a hip6t esis nula de que V pudo haber sido generildo por e1 proceso ori -
, -

gina1, entonces se puede usar con validez 1a expresi6n (2.14). Por 01;1"0 lado, 

51 1~. 11ir6tcsis HO: ·y=qF as rechaz,ada por la eV'idenc i a empfrica, uno ' podr'ia 

consid2rar 1a alternativa sugerida en 1a seceion 5. 

4 • . UN~. lU!STRIl,CION Tmmel\ 
- .-.. 

COil e1 fin de comprender ma jor 1a manera en que 1a f6rmul a (2.14) ful'l 

ciona, considerese el s iguiente ejemplo te6rico: 



Aquf se tfene entonces J 

. - . _ .. -.- . 

y por 10 ta nto, para h=1, •••• 4 
. 

• , 
I 

I 
I 

h 1" " 
E(ZN+h I~)" 4> - ZN(l) con. ZN(l)= 4>ZN- SaN 

asf que 

Cons iderese ahora la restrict ion Y"'ZN+4-' de don de 

, . 

JI 

COil 

w. 

('l.ll) . . 
i 

! 

(4.2 ) 

(4.4 ) 

(4.6 ) 

por 10 cual. e1 pron6stico sujeto a la res.trice-ion Y. dada la ';nformaci6nhis 

t!Srica ~O' resul ta ser . .... 

. , . -



, 
I 

,,' " .... " , 
J 

. . ..... 

. .., 
:, 
I: 
" '. j:: 
i I. 

(4.7) , 

. .''! • .,. 'i :" ~' . ':.':. f·' '-;!::,;<· ·.:~ ·:·L: · · .l:,t'i ·'I,.) ':r ': ~.i. ' 

(!1.-<p(~ -e )[1 +<P (~-a )+4l 3(4l-e )]) ~2ZN(l )+(~-a ) [1+$ (<I>-a )+4>3(<J>-O)]V 

Jl.V 
' . . ' . . . .. ... . _ ... .. _---. 

mientrasque el estadfstico ca1culado u ~'I ' . j: t ' ... . tI l \ . ; J " 

, (4.8) 

-. 
. . . 2 

debe scr comparado con tablas de Xl (0 bien.sev le .. debe comparar con tablas de 

una distribuci6n F con 1 y N-2 grados de l1 bertad) pa ra verificar la adecuaci 6n 

del llCO d.~ (4.7) . 

Si · "no asigna va lores espec fficos a los par~nietros cp y e se pucden ob

serva r algunas propiedades interesantes del pron6stico , por e jempl o el efecto 

que 10 memoria del proceso tiene sobre-los resultados ; en particul ar si se co.!!, 

sidera una caminat a aleator1a en logaritmos' (0 sea <f> =1 Y B =0 , con Zt el log~ 

ritmo ~e 1a variable de interes) se obtendrfa el caso ana1i zado por Vera y - 

Guerrero (1981) para lina serie con tas8 de crecimient~ aproxi madamente constan 

teo 



.~. 

5. UNA GENERALIZACION 
. . ... ~ 

. , 
, 

' £1 trabajo de Perez-Porrua (1984) se aboc6 a resol ver e1 prob1 ema de 

la secci6n 2 con el supues t o adlcional de que las restrir.Ciones impuestas pue-' 
. , . ' . . 

den no ser ciertas por completo y convendria i ncluso denominarl as conjeturas. 

Asipues. Perez-Porrua deriva un pron6sticosu,ieto a 1a restriccion 

: .(5.1) 

-, . . " 

en donde y es un vector aleatorio que satisface • ·' 0 · 

entonces. m_~~iante una tecnica similar a 1a empleada par Doan, et.al(1983). se 

obtienc ~ a expresi6n (vea seel Apendice) 

-' ; 

! 
! . 

. (5.3) 

donde 

, (5 .4) 

que son l as expres i ones generalizadas correspond ien t es a (2.14) y (2.12) res

pectivamente. 

Dentro del contexto del presente articulo, la expresion (5.1) podria 

.. 

.. : - • ".t.' 

" , 

;. '" i ser justificada empfr icamente par 1a prueba descrita en 1a secci6n 3, ya que 'Ci ", 
,- q tfIl rechazar ,'a hipotesis nula Ho:, r " c.tf • podrfa aptarse por inc1uir e1 termj , ",,--, 

, ·:' ,; 'f,1 a1eatori~ !l y cons iderar as; (5.1). Pueden existir tamb Hin casos en que 1a 

C~Cl!ISi6n de ~ se 'considcre apropiada ' aun s in realizarla prueba estadist ica , 

e.g . cuando la informacion adicional Y proviene como pron6sti co de un modelo . .. 

'I ,_, • 
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econometrico que usa datos anuales, mientras que 1a 'serle at} consiste de da 
tos mensuales; esta aplicaci.on constituiri!l de hecho Lt~a combinacion de pronos 
t1cos de dos modelos distintos (para inform;ci6n respecto a comb inacion de pr; 
~6sticos vease por ejemplo, Clemen y Winkler, 1986). 

5.1 Seleccion de 1a Matriz U 
.. 

En 11.1 general izacion que ahora se considera, se requiere especificar 
1a matriz de var ianza U que apa rece' en (5 .2). Esto puede logra rse ya sea em
pleando 1a misma f uente externa de informacion que provey6 1. (e ,.g. un modelo 
econometrico) 0 bien haciendo uso de l a ev idencia interna provista por los da 
tos de la serie de tiempo. Para este ultimo caso se sugiere empl ear el metoda 
que s igue: ya que ' 

(5.5) 

entonces !i:y,U se distribuye como una normal con ' -' 

. (5.6) 

y adem&s 

. (5.7) 

por 10 tanto, para N sufic1entemente grande. podria calcularse el estadfstiGo 
, . 

el clIal s irve para especificar la ma triz U, puesto que cshc I , 

, (5.9 ) 
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~on X;'( a) el punto porcentualsuperior a de 1a 
m grados de 1 ibertad. entonces la hipotesiS 

distribuci6~ Ji-cuadrada con 

, 

1 -CJr = U - . 

con u ~ N(O.U) 
~ ~, 

(5.10 ) 

no serfa rechazada por los datos. 

Va que la matriz U ha sido elegida .ya sea mediante el uso del es tadfs . ,., 
tieo I<U' 0 por algun otro metodo que se juzgue apropiado. uno puedeobtener 
los pronosticos .optimos £F.U por medio de (5.3)-(5.4). Adicionalmente po
drfan hacerse inferencias acerca de tales pronosticos s1 se usa el hecho de que 

, " " 
~f~~F.U = (I-AUC)(ljI~F+!:') " , 

;. N(p.a~1)J1!J1 (I-AUC) 't 
(5.11 ) . -., 

' 5.2 E1 Enfoque ae Minimizacion Cuadratica _ . 

• , A continuacion se presenta una breve enumeracion de los pasos seguidos 
por Cholette (1982) para obtener uria f~rmula que le 'permitiera combinar las -
restricciones con los pronosticos de un modelo ' ARIMA, ademas se demuestra que 
esta solucion es equivalente a la anterior. 

Sup6ngase que Zt admite l a representacion autorregres iva 

,t = 1,.: •• N , (5.12) 

en <1onde 'lT1 ••••• lIt _l son constantes conocidas. entofl!ie§"", 

rHh-l 
. ZN+h " ~ '" 1 'IT; ZN+h:· i +a N+h .(5.13) , 



J 

( 

as1 que, para h " 1 ••••• H se tiene \ 

• 
, , . ;! • I 

E(ZN+hIZO) " 1I1E(ZN+h_ll~o)+"'+ lIh_1E(ZN+l'lo)·llhZN+·· ·~lIN+h_1Zl : 

Por otro lado, de (2.4) se sabe que 

y .a,dem1is 

1 o . ••• 0 

1TE(h1to)" 111 1 ... 0 

• • • 

1IN u " 
N-l ... '11,'1 

., ""N+l 1I'N • 00 1 ~2 
• • • 

1TN+H- 1 llN+H-2 .•• ~ 1I'H 

E1 problema planteado por Cholette fue 

E(ZN+11!o) 

E{ZfH2 1!O) 

• • • 

ZI 

Z2 
••• 

ZN 

, 

15. 

.(5.14) 

. (5.15) 

\ 

(5.16) 

.... 
(5 .17) 

. , 



en don de G es una matriz diagona l m x m de ponderaciones a ser el egida por el 
analista. Este problema puede ser expresado en t~ rm i ~os de ,t F exclusivamen te 
sf se nota que , ' 

l: ,'\: ".. ' . . ~ . - ,.' • '. 
, (5.13) 

y asi la solucion resulta ser 

.... . . 

,!F,G = (n'rr+C'GC)-l( rr ' rr*to+C'G!) 
I ' 
r 

" , • [("'<C' GCf1" ". , . (, "'<'Ge)-'e' GJ go] 
, J 

(5. 19) 

i 
.i. ._ 

esta ecuac i6n apa rece como expresion (9) en el articulo de Cholette, s610 hay 
que r:.-c6nocer que P1 = rr, B = C,P2 =rr* . .y;'X,, =r '~O' Una aclaracion ,es que · -
ChoJette restringe .inn~cesariamente ,lil Sl,lma que aparece 'en (5 .13 ) hasta el su ~ 

mando N-es imo, hecho que conduce a que 1a ma tr i z 11 * de (5.16) tenga todos sus 
elementos deba jo del termino 1IN en l a diagonal,. iguales a cero; esto podria -
afectar los resultados cuando aparezcan par§metros de promedios moviles en el 
modelo ARlMA. puesto que entonces no se harfa uso de todos los datos disponi 
bles. 

Existen dos dificultades pr~cticas en 10 que toea a la solucl Qn (5.19) 
que obtiene Cholette: primero, la manipulacion computaci onal de l amatriz 11:4 

con dimensiones (N+H) X (N+H) cuando N es grande y segundo. 'la interpretacion. 
(y' especificacion) de 1a matriz de ponderaciones G. Para vencer .estas dificul 
tades; n6tese que (5:19) se puede rescri bir como 

i = (n'rr+C' GC) - l[u'nE(Z Iz )~C'GY 'J'~I~ ' r . _1',11 -I' -0 , " ,. 
,.. 

to E(hl.?o)+ AG[y~CE(hl.?O)J (5 .20) 

-, 

, . , ; , , ' 

, , 

" 



• . , 
i 

17. 

con . ' . '. 
.' :-

· (5.21) 

1a cua1 resulta ser de la forma (5.3). Adicionalmente, a1 manipular al~ebrai -

camente 1a ecuaci6n (5.21) se obtlene 10 siguiente, ·' ::."; :, ii, .'(1:,; ::l . 

! 

.' 

.. 

\ ., 

"'t' l"t :r 

(5.22) 

18 cual tiene la forma (5.4) con G- 1= u/o~ 

Por consiguiente. no es necesari o trabajar con las .matrice3 1T y 11 * pa

ra obtener ~F,G' sino anica y exc1usivamente lao matriz ~11jJ' de dimensiones H X H. 

~ Ademtis, ya que G es igual al inverso de 1a matriz de varianza -covarianza U/cr~, . 
que aparece en (5.4), se obtiene entonces una manera de interpretar dlcha. ma-, . . . 
triz. y mediante los resultados de 1a secc ion. 5.1' se tiene tambien un metodo -

. empiri co para especificar1 ~ en 1a practica. · 



5.3 Un Ejempl0 Teorico 

I 

lB. 

A1 igual que en la secci6n 4, a co~tinuac ion s~ presenta una 11ustra-. 

cion teorica cuyo fin es a1 de apreciar m~jor los c~lculos involucrados en 1a 

obtencion del pronostico. Considerese pues el caso en que 

.' : . 

Zt:"ARMA(l,l), E(Zt) = 0, C = (0,0,0,1) y U = o~ •. . ;' ".' j"t~ ' . 

~ 

entonces se tiene ZN(l) igual' que en (4.2), . AU " AR.(J?,+o~/o~rl con A y R. 
dados por (4.5)-(4.6) y 

I 
. 1 , 

I , i 
, 

" :::: . 

. - . ' , . .. . ~. , .;: . , 

[R. 'kr~/a;_~5 (<1>-6) ]ZNCl )-1<1> 2 (¢ ·9 )Y 

2 2 3 ·· . ,.. ' , 
~ 'kr la a -<I> (~-9 )[1+~(~-9 )])4>ZN (l)~ (~-6 I1ii<l> (4) -6 )JY 

·l· 

(R. +a~/c,:;-H~~6 )[1~ (c1J-6 )~ 3(4)~6 )] )~2ZN (l )+(<1> -6) [1 +cj> (<I> -6 )+ 

1j>3(4)_O)]Y i , · ", · . 
-' 

En este caso el estadfstico calculado es 

• 
(5 . 24) 

e1 cua1 sa debe comparar con tablas de x~(a) a1 nive1 de signif icac i on de~!?ado. , 

Convi ene apreciar que e1 pronostico (5 . 23) indica que 1a conjetura Y no 

se satisface exactamen'te a menos que 02 = 0, 10 que conduciria de h~cho a1 ca-, u ' , 2 
so dela secci6n 2. Por otro lado, la expresion (5.9) ,cond~ce a elegir 0u de 

tal manera que se satisfaga 1a relacion -:", 1 ~ ., 
I 

[V-.p3ZN (1)]2 , 

)(~(a) , 
. (5.25) 

, 
" 
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6. ILUSTRACIONES EMPIRICAS . . - .. f 

Con el fin de proporcionar una ilustracion num~r'ica de los procedimie.!l ' 

t os sugeridos. a continuacion se cons i derar~ la serie de la tasa de crecimien

to anua 1 del Indi ce de Producei on Manufac turera (I PN). denotada por {R
t 

IPt-1} 

E1 mo~elo AR lMA constru i do para esta serie, de acuerdo con 1a estrategia de 
BOx-J~n~in s. resulto ser 

V~MP~ (1-6B)(1-Gs12 )a t ., , _ .. •• ,' t 

. , ,: , 

en donde 105 parametros estimados. con datos de enero de 1975 a se'ptiembre ,de, .. , ," " 

1986 (N=129) son 

" " e ., 0 . 1031, 0 .. 0.8111 Y ~! = 0.9313 

/ 
" I 

por 10 tual las ponderaciones ~1' ~2"" se estimaron como 

" ~ ..... f\ -' 
= IJIll 0.896876, ~12 = 0.085819, ~13 ='lJI l~ = 0.169458 . 

6.1 Pronosticos Sujetos a Una Restriccion 
, ' 

Suvongase que exi ste interes en obtener un escenario mensual para 1987 

de acuerdo con la restriccion de que la tasa d~ cr ecimiento del IPM alcance el 

valor de 7% en diciembre de 1987. Aqu f se tiene H"15, m=l. C=(O,O . ... ,0,1) Y 

~ V=7. Es deseable aplicar el procedilTiiento de la seccion 2 (l lamese procedimie.!l 

to A), a menos de que exista evidencia en contra de que la mencionada restric-' 

c16n es compatible con los ~tos hist6ricos; por este mot i vo co~vi~ne real1 - ' 

zar la prueba descrita en la seccion 3. Al hacer esto se obti,ene Kl=I~=5.781, 

' ,. de tal manera que la restriccion no es compatible con la historia; al nivel de .. . 1a 

.)',, ) s1gnff icac i 6n del 5%. De aquf que convenga hacer uso del procedim1ento de l il '1 :' ,10 1 

seccion 5 (procedimiento AU)' 
I 
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Para poder especfficar la mat~iz U de dimensi6n 1 x l,de hecho un esca. 

lar,que corresponda al procedimiento Au' debe resol verse l.a desigual dad (5.9), 
o sea 

" -, , , 
, i • i :',' .: : . 

" 

. 
de la cual se obtiene 

, . 

. ' 
, , , ' U > 49,7025/xi(~) - 8.5978 

asf que, para a =O.05, se debe elegir U > 4.3456. .- ! . \~ l 

:~ ~b . ~" . (..} 

Los pron6sticos ARIMA originales, asi como los pron6sticos que'surgen 

de l~s procedimientos A y Au (para el cual se asign6 el valor U=4.5, de f orma 

que \V;3.795) se mues~ran en el cuadro L ' En este cuadro" se muestran tambien , 

, los error'es estandar para los pron6sticos respect i vos. , 
, 

.' 

" .. . 

. ' 

) 

,.,.. 
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,-' Cu~dro 1 

Pron6sticos para la' Tasa de Crec1miento de' IPM, con V=7 

ARlMA Procedimiento A Procedimiento Au 
Mes Pron6stico Error , Pron6stico Error Pron6stico . Error 

; ,EstEndar Estandar , E5tili1d~r 

• Oct '86 -3.72 0.931 , -3.60 0.930 -3.64 0.930 
Nov -3.66 1.251 -3.43 1.247 -3.51 1.249 
Die -3.55 1.504 :-3.27 1.500 -3.37 1.501 

. . _ i 

, , ~ ~O.71 ' 'Ene '87 -1.31 1.721 , -0.40 1.679 1.693 
',' I 

feb -2.04 1.913 -0.56 1.811 
" 

, 41.07' 1.846 

Mar -2.94 2.0B7 NO.39 1.9Ot) ~1.59 1.959 
Abr N2 .23 2.248 0.39 1.965 -0,51 2.067 
~lay -1.82 2.398 1.38 1.996 0.29 2.11\3 

" 

., , " 
Jun -1.07 2.539 , 2.70 1.998 1.1)0 . 2.199 

Jul. ' -0.71 2.673 ' 3.63 1.97l' •• 2.14 2.233 
Ago -0.1.9 2·601 4.72 1.915 ' 3.04 2.259 
Sep ,-0.03 2.923 . 5.46 ' 1.827 3.57 2.264 

Oct -0.05 2.924 5.9~ 1.551 3.86 2.125 ; , 
NOIf -0.05 2.928 ,6.39 1.179 4.18 1.964 I 

Dic " -0.05 2.932 7.00 , 0.000 4.58 L71g: 
. , . .. .. ..... - ..... 

El patr6n de las bandas de confianza asoc iados ·con los pron6sticos del 
, , . 

cuadro 1 se puede apreciar visualmente en la grafica 1. Aquf sobresale en pa r- , 
ticular e1 hechci Oe que'la informaciOn adicional incrementa 1a preci si6n de los 
pron6sticos, ademas se nota la diferencia entre considerar a 1a informaci6n ad i-.. -, ~. ~ 

cional' como una conjetura 0 como una restricci6n , exa~tav (§;ry",este ultimo caso la , 
~anda de confianza se cierra al fi ,nal del horizon te de, proi~;J5ti co). 
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J ' 6.2 Otra Ilustracion 

' Una situacion lfgeramente mas complicada ocurre cuando se tfene mas de 
una restriccion. Por'ejemplo, supongase ~ue" la tasa de crecimiento del IPM de 
be nlcanzar el valor 7% en diciembre de 1987 y' el ' promedio de las tasas duran:
te el ano 1987 debe ser tambien del 3%. En este caso se t iene H"'1S. m=2, .: 

0 0 0 0 ... . 0 1 7 
.. 

C = • .v = 
" 

I ' : , _ 
,~ :>: .; ' I • • ~ 

(i' 0 0 1/12 ••• 1/12 1/12 3 
. ,. . I - -- " . -- _ . .. _- .,. ! • •• , ,' • 

, • A 

los estadisticos calculados en este caso resultan ser Kl " 5.an y 

K2 = 2.891, los cuales al compa rarse con )(~ (0.1)=4.61 y F2,127(0.1 )=2. 35 res
pcctivamente, conducen a1 rechazo de 1a hip6tesis de compati bil idad entre in
formaci6n adiciona1 e hist6rica a1 nivel ,cfO:'i z1}bnificaci6n ~=.0 .1. Por consi:. 
9ui~nte conviene apl icar el procedimi'ento AU' 

La especificaci6n de la matriz U de dimensiones 2 x 2 no es tan simple 
ahora' como lo 'fue en el caso previo, no obstante, por ensayo y error, y en el 
'supuesto de que U = a~'I, con ,I 1a matrfz' identidad, se encoritro que el valor 
(l~ = 3.5 era 5uficientemente grande como para sat isfacer el criterio (5.9). ya 
<lue se obtuvo 

~J '" 4.606 < x~(O.1) 

.. -
yen consec::uencia U = 3.5'1 se cons1der6 adecuada. Los resultados cibtenidos 
al aplicar los procedimientos A y AU se resumen en e1 cuadro 2. 

-.. 

\ 

',0 

, , 

" 
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'. " . Cl4adro 2 '.,. 

j . 
Pronl'Sstico para la Tasa de Crecfmiento de IP~l con Y"(7.3)' - , 

ARIMA 
11es Pron6stico Error 

Oct '86 -3.72 
Nov -3.66 

Die -3.55 

Ene '87 
Feb 

r·lar 
Abr 
May 
Jun 

Jul 

Ago 
Sep 

Oct , 

Nov 

Die 

-1.31 
-2.04 , 

-2.94 

-2.23 ~ 
-1.82 

-1.07 

. -0 . 71 

, -0.19 

-0.03 
-0.05 
-0.05 

; -:0.05 

Prom '87 1.041 

Estandar 

0.931 
1.251 
1.504 

1.721 

1.913 
2.087 

2.248 

2.398 
2.539 

2.573 
2.801 

2.923 
2.924 
2.928 
2.932 

Procedimiento A Prroced imiento fI 
Pronostico Error Pronostico Error 

, ' 

-3.59 
, ~3.42 

"'3.25 

-0.38 

-0.54 
-0'.86 

0.42 

Estiindar ' Estandar 

0.850 -3.40 0.870 
0.996 -3.03 1.061 

0.915 " -2.63 L09i 
:J, ': .. . ~ , . .... ,. 1 \ . 

0.9s:f 

0.931 
0.890 
0.848 

;.' " ' :'0;23 ~ :·: " " i.i18 " '; ;,;" 

0.06 , 1.093 

-0.31 1.042 
0.91 0.979 

1.41 0.818 1.80 

3.01 

, 0.918 ' 

0.873 ~.?.3~: ~' .Fi o.80a~ · , 

3.66 
4.75 
5.48 
5.93 
6.40 
7.00 

3.000 ' 

0.821 

" 0.S50 

0.883 

1.056 

0.995 
0.000 

3.80 

4. 73 

5.28 
, 5.35 

5.45 
5.56 

2.990 

0.855 

O.a71 

0.919 
1.184 

1.331 

1.332 

I 

I 
I 
I 

I 

.; ; 



7. ,CONCLUSIONES , ' ". "." . .: :.. 

, ' 
Se presentaron dos procedimfentos 'estadfsticos ' para obtener pron65ticos 

sujetos a restricciones: Ambos procedimiento? se derivan de un modelo ARIMA qua 

, se construye a partir de datos observados. pero la forma en que la res triccion 

lineal se apl ica': (1) como un hecho ' dado 0' (.i.i) 'como una con,ietura. produce -

los diferentes resultados. cuya adecuacion para :la serie en estudio puede juz

garse por medio de una prueba estadistica que aquf se describio. 
, , 

Conviene apreciar que la generalizaci6n de l ~ secci6n 5 proporciona una 

sOluci6n al problema de combinar pron6sticos' de dos model os diferentes, uno de 

los cuales es un modelo ARH-1A. Esto es mSs claroi,s,i ,se e1,igela, ,~a..~~ i~ ~, : co-
; :. : ; . •. I . : I ' . 

mo la matriz identidad de dimens16n Hen (5.1). ' 

Finalmente. los c~lculos necesarios par~ ' aplicar los procedimientos de~ 

critos' no debe" imponer llmitantes, ya q'ue la ' parte mas compl icada es obtener 

el valor' nu~erico de la ' matriz (C$$'C'+ U/~)-l de dimensiones m x m, en donde 

'" , m es comunmente un numero pequeno. Por otra parte. 1 as il ustraciones'lItll::It!:,~da s, 

tanto te6rica como empiricas, permiten observar la utilidad potencial de los 

,", 

, procedimientos. 
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. , 
APENDICE. SOLUCION AL PROBLEMA GENERALIZADO . " , 

, 
~ . . 

Eneste Il p~ndice se mue'str an los pasos bi!sicosquQ s igu16 Perez-Porr ua 

" para derivar l as expresiones (5.3) y .(5 .4). Este metodo es escncialmente e1 

usado por Doan, et.a1.(l983). pero 11.\ forma expHdta de las expresiones obte -
. , ' 

nidas permite entender mejor e1 resultado. ,La no taci6n empleada aqul e5 dis-

tinta de 1a que-"us6 Perez- Porrua porque se trat6 de cu idar 1a consisten,cia de 

1a notaci6n usada en e1 presente art1cu10. 

La idea principal es emp1ear 1a f6rmu1a de 1a esperanza iterada 

que se obtiene de 1a Ley de Proyecciones Iteradas. 

(5 . 1) y (2.4) se obtiene 

asfque' 

Entonces, de acuerdo con 

ahora 'bien, p~r e1 supuesto de 'normal idad se sabe-que esta esperanza debe ser 
, , , 

l1nea1,o sea 
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27. 

con Au una ma triz H x' m elegida de tal forma que se' satisfa.,ga la condici6n de 
ortogonal idad 

10 cual conduce a la solucion 

Au "~'C' (C$ljI'C'+u/a!r1 

como se indica en (5.4). 
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